Magische boogfiguren
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Inleiding
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Afbeelding 1 bevat de eerste vijf magische boogfiguren. In principe zijn er oneindig veel. De eerste figuur bestaat uit twee bogen. De tweede uit drie bogen, enz. De bogen snijden en raken elkaar in punten die in het vervolg worden aangeduid met ‘contactpunten’.
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Symboliek, wiskunde en beeldende vorming treffen elkaar in deze figuren. De eerste figuur staat vanuit symbolische hoek bekend als ‘vesica piscis’ en de tweede, in knoopuitvoering, als ‘triquetras’. Tijdens een speurtocht met onderzoeksmatige trekjes kan de vakmatige en symbolische magie achter de figuren ontraadseld worden.  
Onderzoeksmogelijkheden

Vanuit de vakgebieden rekenen-wiskunde, beeldende vorming en ict is het mogelijk om de volgende aspecten onderzoeksmatig te benaderen:

· Omschrijving van de soort waartoe de vijf figuren behoren
Welke gemeenschappelijke kenmerken zijn verbonden aan de boogfiguren?

Welke van die kenmerken mogen in een omschrijving van de soort niet ontbreken?
· Constructie
· Constructie met passer, liniaal, gum en wellicht ander analoog tekengereedschap.
· Constructie met digitaal tekengereedschap (bijv. het tekengedeelte van WORD, PAINT).

· Vormonderzoek
· Symmetrie

· Herkennen van eenvoudige boogfiguren in meer complexe figuren.

· Experimenteren met de vorm. 

· Telproblemen
· De relatie tussen bogen en contactpunten: op weg naar een formule!
· Getallenpuzzels: op weg naar een magisch puzzelalgoritme.

We beginnen met een uitwerking van de telproblemen. Daarna schenken we aandacht aan de andere aspecten.
Getallenpuzzels: de drieboogpuzzel

Het puzzelwerk begint met de drieboog. De relatief eenvoudige getallenpuzzel die die figuur op het lijf is geschreven, vormt de opmaat voor mooie wiskunde.
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Aan de contactpunten zijn de getallen 1 t/m 6 gekoppeld. Elke boog bevat vier contactpunten en daaraan toegevoegd vier getallen. Die vier getallen leveren samen een bepaalde boogsom op. Er is sprake van drie boogsommen.
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Plaats de getallen zo in de figuur dat de drie boogsommen aan elkaar gelijk zijn. Plaatsing kan digitaal in afbeelding 3. De vraagtekens kunnen vervangen worden door getallen.
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Op weg naar een oplossing
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De puzzel leent zich ervoor om spontaan zomaar wat in te vullen. Dat blijkt echter voor veel puzzelaars al snel een frustrerende bezigheid te worden. Een belangrijk houvast dat ontbreekt, is het getal dat de uitkomst vormt van de boogsommen. Dat getal is gelukkig met enig redeneerwerk te achterhalen voordat de puzzel (helemaal) is opgelost. Het redeneerwerk kan bijvoorbeeld geënt zijn op de situatie die toevallig is ontstaan, zoals de situatie in afbeelding 4. De boogsommen blijken te zijn: 13, 14 en 15. Daaruit valt af te leiden dat 14 de vereiste boogsom is. Verwisseling van 2 en 1 leidt in dit geval tot een oplossing.

Ook zonder het invullen van getallen kan 14 als magische boogsom ontdekt worden. Een redenering die daartoe leidt, zit verstopt in het volgende tekstvak en kan tevoorschijn getoverd worden door de opvulkleur te verwijderen. U merkt het, alles wordt in het werk gesteld om u te verleiden eerst zelf een poging te doen om de redenering te achterhalen.
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Meerdere oplossingen
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Afbeelding 5 bevat twee oplossingen. Zo op het oog verschillen ze sterk van elkaar. Toch vertonen ze hetzelfde patroon. Kunt u achterhalen welk patroon dat is? 
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De symmetrie van de figuur en de ‘symmetrie’ van de getallenrij 1 t/m 6 bundelen de krachten en staan daarmee garant voor oplossingen.
Hoeveel oplossingen zijn er vanuit het patroon mogelijk?
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Letten we niet op de ruimtelijke plaatsing van de getallen maar alleen op de vulling van de bogen, dan zijn de oplossingen van afbeelding 5 gelijk aan elkaar. De drie 7-koppels (1,6 – 2,5 – 3,4) blijken met elkaar twee aan twee te combineren. Dat geldt bij elke mogelijke oplossing. Vanuit boogvulling gezien, is er dus maar één oplossing. Met als verzachtende omstandigheid dat die oplossing zich in verschillende gedaanten voordoet. Als die gedaanten er wel toe doen, wordt de puzzel combinatorisch gezien interessant. Dan blijken er acht oplossingen te zijn. Tenminste, als men symmetrisch gelijkwaardige oplossingen op één hoop gooit. Zie afbeelding 6. De acht oplossingen zijn te vinden in afbeelding 8 op blz. 4. Maar de oprechte puzzelaar probeert natuurlijk de acht oplossingen zelf te vinden, inclusief de systematiek erachter.
Zijn er oplossingen te vinden die afwijken van het 7-patroon?
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Het symmetriegevoel dat opgewekt wordt door het samenspel van de drieboog en de koppels 6-1, 5-2 en 4-3, verzet zich onbewust tegen oplossingen die afwijken van het 7-patroon. Terecht, zoals blijkt uit het volgende.
Afbeelding 7 laat zien dat er, uitgaande van boogsommen van 14, altijd sprake is van het 7-patroon. De gestippelde boog slorpt een totaal van 14 op. Voor het paar ▲∆ blijft over: 21 – 14 = 7. Gezien de symmetrie van de figuur, geldt dat ook voor de paren ■□ en ●○ .
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Acht oplossingen van de drieboogpuzzel


Tussenstap: de relatie tussen het aantal bogen en het aantal contactpunten
	tabel 1

	b
	2
	3
	4
	5
	6
	..
	t(ig)

	c
	2
	6
	12
	20
	?
	?
	?

	c*
	
	2+4
	6+6
	12+8
	20+?
	?
	?


De relatie tussen b (aantal bogen) en c (aantal contactpunten) is tellend op het spoor te komen. Zie tabel 1.
Na de vierboog wordt het tellen al snel een hele klus. In de c-reeks zit echter een regelmaat die makkelijk achterhaald kan worden en die het mogelijk maakt om tellen te vervangen door op-tellen. Zie de rij van c* in tabel 1. Daarmee kan bijvoorbeeld het aantal contactpunten van een zesboog bepaald worden. Maar ja, als er dan iemand zo flauw doet om te vragen naar het aantal contactpunten van een twintigboog, dan wordt rekenen afzien en ontstaat de behoefte aan een toverspreuk (formule) waarin c afgeleid kan worden uit b
.
Die formule kan tevoorschijn gehaald worden uit de reeks die gevonden is voor c: 2, 6, 12, 20, 30, .. . Het blijkt dat c te ontbinden is in factoren met b als één van de factoren. Zie de rij van c° in tabel 2. De andere factor is bij elke waarde voor b, één minder dan b. In formulevorm: c = b × (b – 1). Voor de twintigboog geldt dan: c = 20 × 19 = 380.
	tabel 2

	b
	2
	3
	4
	5
	6
	..
	20
	t(ig)

	c
	2
	6
	12
	20
	30
	..
	380
	t² - t

	c°
	2×1
	3×2
	4×3
	5×4
	6×5
	..
	20×19
	t×(t – 1)


De formule kan ook beredeneerd worden vanuit de figuren, bijvoorbeeld door die in gedachten rond te draaien om hun (onzichtbare) middelpunten. Dan blijken de contactpunten zich te bevinden op (onzichtbare) cirkels, Zie afbeelding 9.  Bij de drieboog gaat het om 2 cirkels waarop zich per cirkel 3 contactpunten bevinden, bij de vierboog om drie cirkels waarop zich per cirkel 4 contactpunten bevinden en bij de vijfboog om 4 cirkels met elk 5 contactpunten. Voor de vierboog leidt dat tot de notatie (4 – 1) × 4 of 4 × (4 – 1) en voor een boogfiguur met t bogen tot de formule t × (t – 1).


Het echte werk: vierboogpuzzel, vijfboogpuzzel, zesboogpuzzel, ....................
Een vierboog bevat 4 × 3 = 12 contactpunten.
Bij de vierboogpuzzel spelen dus de getallen 1 t/m 12 een rol. Ze moeten zó over de contactpunten verdeeld worden dat de vier boogsommen aan elkaar gelijk zijn.
Die magische vierboogsom komt als volgt tot stand:
1 + 2 + . + ......... + 11 + 12 = 6 × 13. Verdubbelen geeft 2 × 6 × 13 = 12 × 13. Dat aantal verdelen over vier bogen leidt tot 3 × 13 = 39.

Met enig elementair rekenwerk is na te gaan dat de invulling van figuur 10 niet aangemerkt kan worden als oplossing. Wiskundig mooier is het om in plaats daarvan via een korte inspectie van de ingevulde puzzel na te gaan of de vierboogsymmetrie door getallenparen ondersteund wordt, net zoals bij de drieboogpuzzel. Om welke getallenparen gaat het dan? En hoe moeten ze geplaatst worden? Als deze vragen bevredigend worden beantwoord, blijkt dat plaatsverwisseling binnen twee getallenparen al een oplossing tevoorschijn brengt.


Een vijfboog bevat 5 × 4 = 20 contactpunten. Daaruit volgt dat de getallenparen die een rol spelen bij de oplossing bekend zijn. Het gaat om de tien getallenparen: (20, 1), (19, 2), ...., ..., (12, 9), (11, 10). Met een blik op afbeelding 11 leidt dat tot een magische boogsom van 4 × 21 = 81. Tweebooggewijs plaatsen van de tien getallenparen levert succes op. Neem de proef op de som!

Een zesboog bevat .............. . Maak het verhaal af en neem weer de proef op de som.


Vormonderzoek
Symmetrie

Het draait bij de magische boogfiguren vooral om symmetrie. Zelfs de getallenrijen die bij de getallenpuzzels worden ingezet, doen hun best om aan het symmetriespel mee te doen. De figuren kunnen onderzocht worden op hun symmetrische aspecten. Daarmee is tegelijk een verdieping mogelijk ten aanzien van het verschijnsel ‘symmetrie’ op zich.

· Zijn alle figuren spiegelsymmetrisch, draaisymmetrisch en puntsymmetrisch?

· In hoeveel verschillende standen kun je een spiegeltje zetten, waarbij de ‘halve’ figuur zich al spiegelend ontplooit tot een hele figuur?

· Hoe groot is de draaihoek van een figuur om het ‘middelpunt’ voordat hij zichzelf weer bedekt?
· Hoe construeer je het ‘middelpunt’?

· Experimenteer met twee spiegels die tegen elkaar staan in een bepaalde hoek.
Herkennen van boogfiguren in boogfiguren
Bij de getallenpuzzels bleek dat plaatsing van de getallenparen tweebooggewijs moet gebeuren (zie blz. 5 en 6: Het echte werk). De tweeboog is in alle andere figuren terug te vinden.
· Ga na wat het aantal tweebogen is in de drieboog, de vierboog, de vijfboog en de zesboog. Ben je op het spoor gekomen van een bepaalde regelmaat?

De vierboog bevat een aantal drieboogfiguren. Zie afbeelding 13. Die bezitten echter wel minder symmetrische kracht dan de originele drieboog.
· Hoeveel drieboogfiguren bevat een vierboog?

· Welke symmetrie bezitten de drieboogfiguren van een vierboog?

· Bezitten de drieboogfiguren van een opgeloste vierboogpuzzel ook een magische boogsom? Zo ja, hoe groot is die som?
· Vervolg dit onderzoek voor de vijfboog en zesboog (zie afbeeldingen 14 en 15).


Experimenteren met de vorm

Experimenteren met de vorm is bijvoorbeeld mogelijk vanuit de standaardconstructie. Zie blz. 8. Het boogkarakter wordt daarbij niet aangetast. Wel is het mogelijk dat er figuren ontstaan die niet meer als ‘magische boogfiguur’ bestempeld mogen worden (zie de omschrijving van de soort op blz. 10).

Een nieuwe weg wordt ingeslagen als de bogen vervangen worden door rechte lijnen. Zie daarvoor het onderwerp ‘Magische lijnfiguren’.

Constructie
Constructie kan met analoog en digitaal gereedschap. Een combinatie van beide aanpakken verdient de voorkeur.  

Constructie met gebruik van analoog gereedschap


Het gereedschap bestaat uit passer, potloden, liniaal en gum en eventueel een gradenboog. De aanbevolen constructievolgorde is: tweeboog, drieboog, vierboog, zesboog, vijfboog.

Afbeelding 16 hoort bij de constructie van een tweeboog. De cirkels gaan door elkaars middelpunt.    
Vanuit afbeelding 16 is het een kleine stap naar de figuur die een drieboog bevat. Zie afbeelding 17.

· Waar bevindt zich het middelpunt van de toegevoegde cirkel?
De constructie van een vierboog kan beginnen met het aanbrengen van vier punten op een cirkel op gelijke (boog)afstand van elkaar. De vier punten fungeren als middelpunten voor cirkels die het verdere constructiewerk voor hun rekening nemen.
Voor het aanbrengen van de vier middelpunten zijn mooie constructies mogelijk met passer en liniaal. Afbeelding 18 bevat zo’n constructie. Figuur 19 bevat het verdere constructiewerk.

· Hoe is bij de constructie van afbeelding 18 de passer ingezet?





Standaardconstructie

Bij de vierboog wordt een constructieaanpak gevolgd die toepasbaar is voor elke magische boogfiguur. De aanpak leent zich bovendien goed voor experimenteren met de vorm door te variëren met de straal van de cirkels van afbeelding 19.
De constructie van een zesboog kan gebeuren door uitbreiding van de figuur van afbeelding 17 maar een aanpak via de standaardconstructie is makkelijker. Het aanbrengen van zes punten op een cirkel, op gelijke boogafstand van elkaar, blijkt verrassend eenvoudig te zijn.

De constructie van een vijfboog begint met het aanbrengen van punten op een cirkel op gelijke boogafstand. Dat vereist enig pas- en meetwerk. De punten kunnen worden aangebracht met behulp van een gradenboog, bij voorkeur een boog die 360° rond is.

Constructie met gebruik van digitaal gereedschap

Construeren met gebruik van digitaal tekengereedschap biedt een bijzondere vorm van probleemoplossen. Vooral als je, zoals de speleon-constructeur van dienst, digitaal nog niet verder bent dan WORD en PAINT. De boogpuzzels zijn daarmee echter nagenoeg perfect te construeren.

De tweeboog:

Het basiselement voor constructie van alle boogfiguren is een doorzichtige cirkelschijf. Met het lijnelement ‘curve’ kan zelfs een handgemaakte versie gemaakt worden! Afbeelding 20 geeft een mogelijke tussenstap te zien in de constructie van de tweeboog. Het hulplijntje maakt het mogelijk de cirkels zo in elkaar te schuiven dat hun overlap precies past tussen de wederzijdse middelpunten en daarmee voldoet aan de eisen voor een perfecte tweeboog.



De drieboog:

Toevoeging van een derde basiselement (de doorzichtige cirkel) en een ander hulplijntje maakt het mogelijk om bij de constructie van de drieboog precisiewerk af te leveren.




Precisiewerk afleveren geldt ook voor het digitale gumwerk waarmee de drieboog in al zijn strakheid tevoorschijn komt. In afbeelding 22 is het begin daarvan weergegeven.


Zesboog:

· Combineer de figuur van afbeelding 21 met een kopie van zichzelf. Doe dat zo dat er op het resultaat alleen nog wat gumwerk hoeft te worden losgelaten om een zesboog tevoorschijn te gummen.
Vierboog:

Ook de vierboog kan met grote precisie geconstrueerd worden.

· Maak daarvoor een ontwerp en voer dat uit.
Vijfboog:

De constructie van de vijfboog van afbeelding 24 is begonnen met een basiscirkel die met digitaal tekengereedschap ‘handmatig’ is getekend. Daarna zijn er vier kopieën gemaakt en zijn de vijf cirkels zo in elkaar geschoven dat er ‘op het oog’ een symmetrische vijfboog ontstaan is.
· Dat kan natuurlijk beter! Hoe?


Nuttige tekenknoppen:

· Uitzoomen en inzoomen.

· Object opmaken → Hoogte-breedteverhouding vergrendelen.

· Rasterinstelling verfijnen.

· De gum!
Magische bogen: omschrijving van de soort

Het is niet makkelijk om een compacte omschrijving te geven die de essentie raakt van de boogfiguren die onderwerp zijn van onderzoek. Hierna worden een reeks kenmerken beschreven waaruit zo’n beschrijving kan worden opgebouwd.
· Kunnen er één of meer kenmerken worden weggelaten?

· Ontbreken er één of meer kenmerken die beslist noodzakelijk zijn?
Kenmerken:
· Een figuur bestaat uit twee of meer cirkelvormige bogen.

· De bogen vormen geen complete cirkels maar zijn ‘open’’: er ontbreekt een stuk van de cirkel.

· De bogen zijn gelijk aan elkaar (identiek, congruent).
· Een figuur is meervoudig draaisymmetrisch.

· De meervoudigheid is gelijk aan het aantal bogen.

· In een figuur wordt het (draai)symmetriepunt door elke boog ‘omarmd’.

· Een figuur heeft net zoveel spiegelassen als bogen.

· Elke boog heeft met elke andere boog twee punten gemeenschappelijk (en niet meer dan twee).
· Een figuur bestaat uit één ketting van identieke bogen die samen de hele figuur vormen.
· Stelt een figuur een stratenpatroon voor van een wijk dan is dat stratenpatroon ideaal voor een krantenbezorger. Zonder overbodige meters te maken, kan elke straat één keer doorlopen worden, waarna de bezorger weer uitkomt bij het startpunt.
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afbeelding 3: drieboogpuzzel
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Redenering:


De getallen 1 t/m 6 worden elk bij twee boogsommen ingezet. De drie boogsommen hebben dus gezamenlijk een som van 2 × (1+2+3+4+5+6) = 2 × 21 = 42. De magische boogsom is dus gelijk aan 42 : 3 = 14.








afbeelding 4: een bepaalde invulling
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afbeelding 5: twee oplossingen





5





3





6





1





4





2





Er is sprake van paarvorming rond het getal 7. Op de contactpunten van elk tweetal bogen bevindt zich een koppel getallen waarvan de som gelijk is aan 7.
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afbeelding 7: drie paren





■








▲





●





□








○





∆





2





5





3





1





6





4





2





5





4





1





6





3





2





2





4





1





6





3





5





2





4





6





1





3





5





2





3





1





6





4





5





5





3





6





1





4





2





2





3





6





1





4





5























11





1





5





8





6





7





12





3





2





10





9





4

















afbeelding 9: formule in beeld





afbeelding 2: triquetras,


de drieboog in knoopuitvoering
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afbeelding 6: twee symmetrisch gelijkwaardige oplossingen

































































afbeelding 8: acht oplossingen





Het gaat om zes paren waarvan de som van de getallen gelijk is aan 13, te weten (12, 1), (11, 2), (10, 3), (9, 4), (8, 5), (7, 6).





De plaatsing dient tweebooggewijs te gebeuren.





Als de getallen 4 en 2 van plaats wisselen en ook de getallen 5 en 6, dan komt een oplossing tevoorschijn.





















































































































































































































































afbeelding 11: de vijfboogpuzzel





afbeelding 10: oplossing?





afbeelding 12: de zesboogpuzzel
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afbeelding 13:


drieboogfiguur in vierboog








afbeelding 23


Het eindresultaat





afbeelding 21


Figuur waarin de drieboog zit opgeborgen





afbeelding 24


Vijfboog


(voor verbetering vatbaar)





afbeelding 22


Begin van het gumwerk





afbeelding 20


Constructie tweeboog





afbeelding 19


constructie vierboog, fase 2





afbeelding 18:


constructie vierboog, fase 1





afbeelding 17:


constructie voor een drieboog





afbeelding 16:


constructie voor een tweeboog
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Afbeelding 15:


vierboogfiguur in vijfboog
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afbeelding 14:


drieboogfiguur in vijfboog








� Voor gevorderden, zie � HYPERLINK "http://mathworld.wolfram.com/MagicCircles.html" ��Wolfram Mathworld�.


� Uitgaande van de veronderstelling dat alleen b (het aantal bogen) van invloed is op c (het aantal contactpunten).
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